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EINLEITUNG 
Sei H c G eine Untergruppe der abstrakten Gruppe G von endlichem 
Index. Fiir jeden G-Modul M sind dann bekanntlich Restriktion 
Res: H”(G, M) -+ H”(H, M) und Corestriktion Cor: H”(H, M) -+ H”(G, M) 
fur alle Cohomologiegruppen der Dimension n > 0 erkliirt, und es gilt die 
wichtige Beziehung 
Cor Res = Multiplikation mit dem Index [G : H]. 
Insbesondere werden die Cohomologiegruppen H”(G, M), n > 1, einer 
endlichen Gruppe G von der Gruppenordnung Ord(G) annulliert. 
Im 1. Abschnitt dieser Arbeit wird die Corestriktion fur die Hochschild- 
Cohomologiegruppen affiner Gruppen iiber einem Ring k eingefuhrt. In 
Dimension 0 ist dies eine Abbildung der Fixmoduln M’(k) -+ M’(k), die mit 
Hilfe der Grothendieck-Norm [3] einer endlichen freien k-Algebra detiniert 
wird. 
Nach Satz 1.4 gilt wie im abstrakten Fall Cor Res = Multiplikation mit 
[G : H], wobei der Index [G : H] die k-Dimension der affinen Algebra des 
Prigarbenquotienten G/H ist. 
Insbesondere gilt nach 1.5 fur jede affine k-Gruppe G, deren afline 
Algebra k-frei vom endlichen Rang Ord(G) ist, und fur jeden linksexakten G- 
Modulfunktor M: Ord(G) H,“(G, M) = 0, n > 0. Als Spezialfall folgt daraus 
ein Satz in [S]: Jede kommutative, endliche, freie k-Gruppe wird von ihrer 
Ordnung annulliert. 
Urn analoge Aussagen such fur die Gruppe Ext(G, M) der Erweiterungen 
affiner Gruppen (und nicht nur der Hochschild-Erweiterungen) zu erhalten, 
wird in 2.2 Ext(G, M) in gewissen Fallen mit Hi(G, M’) identiliziert, wobei 
M’ ein linksexakter G-Modulfunktor ist. 
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Insbesondere gilt fur eine endliche k-Gruppe G iiber einem Korper k und 
einen affinen algebraischen G-Modul M: Ord(G) Ext(G, M) = 0, falls G 
trivial auf M operiert, oder falls k algebraisch abgeschlossen ist (2.4). 
Im letzten Abschnitt der Arbeit wird folgende Version des Satzes von 
Schur-Zassenhaus bewiesen (3.1): Fur jede zentrale Erweiterung endlicher 
lokal freier k-Gruppen 0 -+ M+ E -+z G -+ 1 mit (Ord(G,), Ord(M,,)) = 1 fiir 
alle p E Spec(k) besitzt 71 einen eindeutig bestimmten k-Gruppenschnitt. 
1st in 3.1 k ein K&per, und sind die k-Gruppen G, M Itale, so ist 3.1 in 
[ 1, III, Sect. 6, 4.6 bewiesen]. Im allgemeinen gilt iiber einem perfekten 
K&per k im Fall (Ord(G), Ord(M)) = 1 nach 3.3: Ext(G,M)r 
H’(~c, M/MC), II = Galoisgruppe von E iiber k, und Ext(G, M) kann von Null 
verschieden sein (3.2). 
1. DIE CORESTRIKTION IN DER HOCHSCHILD-COHOMOLOGIE 
Seien k ein kommutativer Grundring, @ = Ok, und k-Alg die Kategorie 
der kommutativen k-Algebren. 
Zuniichst sol1 an die Definition der Grothendieck-Norm (vgl. [3]) erinnert 
werden. Sei R eine k-Algebra, die als k-Modul endlich erzeugt und frei ist. 
Sei e ,,..., e, eine k-Basis von R. Sei R cm) die Unteralgebra von 0” R = 
R @ ... @ R (m-mal) der bzgl. der natiirlichen Operation der symmetrischen 
Gruppe S, invarianten Elemente. Dann ist die Grothendieck-Norm 
N: R(“” + k 
fur r = C ril @ . . . @ ri, E Rem) durch das kommutative Diagramm 
d.h. durch die Gleichung C ri, e, A . .. A rim e,,, = N(r) e, A .. . A e, in 
Am R s k definiert (0” R -/ 0” R bezeichnet dabei die Multiplikation mit 
r auf der Algebra 0” R). 
Offenbar hat N dann folgende Eigenschaften: 
(Nl) N: Rem) -+ k ist ein k-Algebrahomomorphismus. 
(N2) Fiir x E R ist N(x @ . . . ox) die iibliche Algebra-Norm von x 
(d.h. die Determinante der k-linearen Abbildung R + R, y t* xy). 
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(N3) N vertauscht mit beliebigen Grundringerweiterungen. Allge- 
meiner ist fur jedes Fasersummendiagramm von Ringen 
R-R’ 
t t 
k - k’ 
das induzierte Diagram 
R(“” - R’(“’ 
k - k’ 
kommutativ (N’ = Norm der k/-Algebra R’). 
(N3) folgt aus der Tatsache, da13 wegen R’ z R @ k’ bei R + R’ k- 
Basen in k’-Basen abgebildet werden. 
Sei X= Sp(R) das affine k-Schema, das durch R dargestellt wird. 
Aul3erdem sei XCm) := Sp(R(“)). Dann gilt fur jeden k-Funktor F von k-Alg 
in die Mengen, der linksexakt ist, d.h. mit endlichen inversen Limites ver- 
tauscht: 
Jeder symmetrische Morphismus X’” = Sp(@” R) + F, d.h. jeder 
Morphismus, der invariant ist gegeniiber Permutationen der Faktoren X, 
faktorisiert eindeutig iiber den durch R(m) c 0”’ R detinierten Morphismus 
P -+ Pm,. 
Denn Rem) ist der Differenzkern aller u: 0” R --) 0” R, o(rl @ ..a 
Or,):=ro(,)~...Oro(m),uES,. Wegen der Linksexaktheit von F ist 
such F(Rtm’) der Differenzkern aller F(u). 
1st k -+ 1 ein Ringhomomorphismus, so gilt 1 @X’m’ z (I 0 .QCm), d.h. 
10 R(“” z (I 0 R)(m’, denn R (m) (bzw. (I @ R)cm)) besitzt die k- (bzw. I-) 
Basis (Ej), wobei j = (jr ,..., j,) alle m-Tupel mit j, < ..a < j, durchlauft, 
und Ej die Summe aller er, @ ..a @ eim mit (i, ,..., i,) E S,j ist. 
Seien jetzt G ein k-Gruppenfunktor im Sinne von [I], also ein Funktor 
von k-Alg in die Gruppen, und Hc G ein Untergruppenfunktor. Die 
punktweise gebildete Faktorgruppe G/H mit (G/H)(S) = G(S)/H(S), S eine 
k-Algebra, d.h. der Prigarbenquotient, sei darstellbar durch eine k-Algebra 
R, die als k-Modul endlich erzeugt und frei vom Rang m ist. [G : H] := m 
heil3t der Index von H in G. 
Aul3erdem sei M ein linksexakter G-Modulfunktor, d.h. M ist ein abelscher 
Gruppenfunktor, fur jedes S C k-Alg ist M(S) funktoriell in S ein G(S)- 
Linksmodul, und M erhiilt endliche inverse Limites. 
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Der Fixmodul MC ist durch MG(S) := (x E M(S) 1 fur alle T E S-Alg und 
alle g E G(7) gilt gx, =x,}, S E k-Alg, definiert. (Dabei bezeichnet xr das 
Bild von x bei der induzierten Abbildung M(S) + M(T)). 
In dieser Situation deliniert jedes Fixelement x E M”(k) einen 
Morphismus 2: (G/H)‘m’ --) M, der auf folgende Weise erklart ist: Fur S E k- 
Alg ist G”(S)+M(S), (gr,..., g,)w g,x, + ..a + g,xs, eine in S 
funktorielle Abbildung, die iiber (G/H)“‘(S) = (G(S)/H(S))m faktorisiert. Da 
diese Abbildung invariant ist gegeniiber Permutationen der g,,..., g,, 
faktorisiert sie iiber (G/H) (m). Die induzierte Abbildung sei 2: (G/H)‘“’ -+ M. 
Fur a E (G/H)(“‘)(S) werde suggestiver ax, := a(a) erkli-irt. 
G operiert durch Linksmultiplikation auf G und G/H, also such (diagonal) 
auf (G/H)*. 1st g E G(S), so induziert die Multiplikation mit g, fiir jedes 
T E S-Alg eine Abbildung (S @ G/H)‘m’(T) -+ (S @ G/H)““‘(T). Wegen 
(S @ G/H)(m) s S @ (G/H)‘m’ operiert G also such auf (G/H)‘“‘.Offenbar 
ist i: (G/H)‘m’ + M mit den Operationen von G vertraglich, da dies fiir den 
urspriinglichen Morphismus G” -+ M gilt. 
1.1 LEMMA. Mit den obigen Bezeichnungen gilt Nx E M’(k) fiir 
x E W’(k), und Nx = [G : H]x fcr x E M’(k). 
Beweis. Seien S E k-Alg und g E G(S). Da 2: (G/H)‘m’ -+ M mit der 
Operation von G vertrlglich ist, folgt mit NE (G/H)‘“‘(k): g(Nx)s = 
g(Nsxs) = (gNs)xs. 
Die Multiplikation mit g definiert einen Isomorphismus S 0 G/H -+ 
S @ G/H, also einen S-Isomorphismus S @ R g S @ R. Wegen (N3) und 
(S @ R)‘m’ g S @ R (m) folft daraus glv, = N,. 
Insgesamt ergibt sich g(Nx)s = Nsxs = (Nx),, also Nx E M’(k). 
Im Falle x E MC(k) ist G”(S)-+M(S) die konstante Abbildung 
(g * ,***, g,) ++ mx,, also gilt such $(a) = mx, fiir alle a E (G/H)‘m’(S). 
Wegen 1.1 1HBt sich mit obigen Bezeichnungen die Corestriktion 
Cor: IP(k) -+ M’(k) durch Car(x) := Nx, x E M’(k), delinieren. 
Offenbar ist Cor funktoriell in linksexakten G-Modulfunktoren M. Cor 
la& sich nicht unmittelbar auf die Hochschild-Cohomologie (H,“(G, M)), d.h. 
auf die abgeleiteten Funktoren von M ++ MC(k) fortsetzen, da Cor nicht auf 
allen G-Modulfunktoren definiert ist. Die Eigenschaften der auf die 
Teilklasse der linksexakten G-Modulfunktoren eingeschrankten Funktoren 
(H,“(G, M)) werden in den folgenden beiden Lemmata untersucht. 
Fur jeden G-Modulfunktor M und S E k-Alg seien 
Hom(G, M)(S) := Hom(S @ G, S @ M) 
(Horn = Morphismen von Mengenfunktoren), 
Hom+(G,M)(S):= (FEHom(S@G,S@M)IF(l)=O 
fur 1 = l-Element in G(S)}. 
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Aurjerdem seien Morphismen q:M(S)-+Hom(G,M)(S), y:Hom(G,M)(S)-+ 
Hom+(G, M)(S) definiert durch q(x)(g) = gx,, y(F)(g) = F(g) - gF(1) fur 
x E M(S), F: S @ G --) S @ M, g E (S @ G)(T), T eine S-Algebra. 
Hom(G, M) und Horn + (G, M) sind abelsche Gruppenfunktoren durch 
Addition in M und G-Modulfunktoren mit folgender Struktur: Seien S E k- 
Alg, T E S-Alg, g E G(S), h E G(T). Fur F E Hom(G, M)(S) sei (gF)(h) := 
F(hg,). Fur F E Horn + (G, M)(S) sei (gF)(h) := F(hg,) - hF( g)T. 
1.2 LEMMA. Seien G eine aflne k-Gruppe, H eine abgeschlossene 
Untergruppe, und der Priigarbenquotient G/H sei afln. Sei M ein G- 
Modulfunktor. 
(1) Die Folge 0 + M*V Hom(G, M) --) * Horn+ (G, M) * 0 ist exakte 
Folge von G-Modulfunktoren. 
(2) Fur alle n > 1 ist H,“(H, Hom(G, M)) = 0. 
(3) Ist M linksexakt, und ist G k-jlach, so sind such Hom(G, M) und 
Hom+(G, M) linksexakt. 
Beweis. (1) ist leicht nachzurechnen. 
(2) Nach Voraussetzung ist G % G/H x H als Schemata, auf denen H von 
rechts durch Multiplikation auf G bzw. H operiert. Also folgt Hom(G, M) E 
Hom(G/H x H, M) z Hom(H, Hom(G/H, M)) als H-Moduln. Die Behaup- 
tung folgt jetzt aus [ 1, II, Sect. 3, 1.3 Lemma], da fur n >, 1 und jeden 
abelschen Gruppenfunktor X Hi(H, Hom(H, X)) = 0 gilt. 
(3) Sei B die affine Algebra von G. Dann gilt fur jede k-Algebra S 
Hom(G,M)(S)zM(S@B), Hom+(G,M)(S)~Ke(M(SOB)-+“‘S~‘M(S)), 
wobei E: B --t k das l-Element von G darstellt. Also sind mit M such 
Hom(G, M) und Hom+(G, M) linksexakt, da B als k-Modul flach ist. 
1.3 LEMMA. Seien A? eine abelsche Kategorie und d eine Teilklasse 
von &, die gegen Erweiterungen abgeschlossen ist. Fur jede exakte Folge 
O-,M-,M,~M,-iOin~giltalsoM,E~,fallsM,M,E~. 
S&n (T, J”),aQ, (Y, d”),ao cohomologische Funktoren auf ~7 mit 
Werten in den abelschen Gruppen. Jedes S”, n > 0, sei in folgendem Sinn 
ausloschbar: Zu jedem ME d gibt es eine in A? exakte Folge 
0 + M +i(M) H(M) --) H+(M) --) 0, H(M), Ht (M) E A, mit S”(i(M)) = 0, 
wobei H:d-+A ein Funktor und i: Id,-+ H eine nattirliche Transfor- 
mation ist. 
Dann gilt: Zu jeder naturlichen Transformation f: So --) P gibt es genau 
einen Morphismus von cohomologischen Funktoren df”),>O: (S”, 6”) --) 
(p, a*) mit f O = J 
Beweis. Dies ist eine Version von [2, 2.2.11. Ein cohomologischer 
Funktor ist hierbei definiert wie ein cohomologischer Funktor auf J, wobei 
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aber in der Definition nur exakte Folgen 0 + M -+ M, -PM, + 0 mit M, M,, 
M2 E J zugelassen sind. 
Zum Beweis von 1.3, der analog zu [2, 2.2.11, verlhft, verwende man 
folgende Bemerkung: Sei 
O-MAX 
O-MAY 
ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen in J und M, X, YE A. 1st 
g Monomorphismus (bzw. Epimorphismus) in J, dessen Kokern (bzw. 
Kern) in .,H liegt, und liegt der Kokern von i (bzw. j) in Un, so liegt such der 
Kokern von j (bzw. i) in Yn. 
1.4 SATZ. Seien G eine aflne, jlache k-Gruppe, H eine abgeschlossene 
Untergruppe, so da/l der Prdgarbenquotient G/H afin sei. Die aflne Algebra 
von G/H sei k-frei vom endlichen Rang m := [G : H]. 
(1) Cor: M*(k) + W(k), M ein linksexakter G-Modulfunktor, lti;ot 
sich zu genau einem Morphismus von cohomologischen Funktoren 
Co?: Hi(H, M) -+ HE(G, M), n > 0, fortsetzen. 
(2) Fur jeden linksexakten G-Modu@nktor M, n > 0 und 
x E Hi(G, M) gilt Cor” Res”(x) = [G : H]x. (Res” ist die cohomologische 
Fortsetzung der Inklusion Ma(k) c MH(k)). 
Insbesondere wird der Kern der Restriktionsabbildung q(G, M) --t 
Hg(H, M) vom Index [G : H] annulliert. 
Beweis. Seien & die abelsche Kategorie aller G-Modulfunktoren, und J 
die Teilklasse der linksexakten G-Modulfunktoren. Aus dem 
Schlangenlemma folgt, daB J gegen Erweiterungen in d abgeschlossen ist 
(eine Folge 0 + M--f M, + M, + 0 in J/ ist exakt, falls fur jedes S C k-Alg 
0 --t M(S) * M,(S) + M&S) + 0 exakt ist). Nach 1.2 sind MI+ (Hz(H, M)) 
und MI+ (H;f(G, M)) X-ausliischbar. Also geniigt es nach 1.3, die 
Behauptung in Dimension 0 zu zeigen. Dies ist nach 1.1 klar. 
1.5 FOLGERUNG. Sei G eine afine k-Gruppe, deren afine Algebra k-frei 
vom endlichen Rang Ord(G) sei. Dann gilt fir jeden linksexakten G- 
Modulfunktor M undjedes n > 0: Ord(G) H,“(G, M) = 0. 
Beweis. Dies folgt mit H = (e) aus 1.4. 
1.6 Bemerkung. (1) 1.4, 1.5 lassen sich insbesondere auf die 
Cohomologie von p-Liealgebren iiber einem K&per k der Charakteristik p 
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anwenden. In diesem Fall ist G eine infinitesimale k-Gruppe der Hohe < 1, 
und der Prlgarbenquotient G/H ist stets atTin [ 1, III, Sect. 6, No. 81. 
(2) Als weitere Spezialfalle ergeben sich Anwendungen auf die Amitsur- 
Cohomoiogie: 
Sind 5’ c T k-Algebren und U ein abelscher k-Gruppenfunktor, so gilt fur 
die Amitsur-Cohomologie H”(T/S, U) z Hlf(G, Hom(Sp(T), V)), falls 
Sp(7) -+ Sp(S) ein G-Torseur der k-Gruppengarde G ist [ 1, III, Sect. 4, 
6.111. 
(3) Aus 1.5 folgt als Spezialfall ein Satz von Tate-Oort [S]: Jede 
endliche, abelsche k-Gruppe wird von ihrer ~rdnung annulliert. 
Sei ngmlich M eine afftne abelsche k-Gruppe, deren atline AIgebra frei 
vom Rang m ist. M operiere trivial auf sich selbst, Nach 1.5 wird 
insbesondere H#f, M) = k - Gr(M, M) von m annulliert. Speziell ist 
m Id, = 0. Daraus folgt mil4 = 0. 
2. ANWENDUNG AUF DIE ERWEITERUNGSTHEORIE 
Urn die Aussagen des vorigen Abschnitts auf beliebige Erweiterungen (und 
nicht nur Hochschild-Erweiterungen) von affinen Gruppen anwenden zu 
kiinnen, wird die Ext-Gruppe in gewissen Fallen mit einer Hochschild- 
Cohomologiegruppe identifiziert. 
Seien im Folgenden G eine afBne, flache k-Gruppe und M ein affrner G- 
Modul. B bzw. C seien die affmen Algebren von G bzw. h4, und 
p: C + B @ C stelle die G-Modulstruktur G x M-1 M dar. Fur jede k- 
Algebra S sei M,(S) := (f: C+ S ] f k-linear, f(1) = 1 und f invertierbar}. 
Eine lineare Abbildung f: C-, S heiljt invertierb~, falls eine lineare 
Abbildung h: C-r S existiert, so daB fur alle x E C gilt: E(X) = 
Cf(x(,,) h(x& =: (f * h)(x), wobei d(x) = 2 x(,) @ +) das Bild bei der 
Comultiplikation d: C + C @ C bezeichnet, und E: C + k die Augmentation 
ist. 
Dann ist iM c M, eine Inklusion von affinen G-Moduln, wobei die G(S)- 
M~ulstrukt~ auf iM,(S) wie folgt erklart ist: Fur ft h EM,(S) und 
gEG(S)istf*hdieSummeundgof:=(C~PBOC~*’~SOS~m”’tS) 
die Multiplikation mit g in M,(S). 
Sei Z := Hom(G, M,) als G-Modul wie oben erkliirt. Dann ist M, ein G- 
Untermodul von Z (mit der kanonischen Abbildung ~0). Insgesamt ist M ein 
G-Untermodul von I. In der Kategorie der harten Garben (faisceaux durs, (1, 
III, Sect. I, 3.31) sei jetzt M’ durch die exakte Folge von G-Modulgarben 
O-tM+Z+M’-iO 
definiert. 
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2.1 LEMMA. M' ist ~i~k~ex~kt. 
Beweis. Seien I* := Hom+(G, M,) und 0 -+ M, die zu M, gehijrige Folge 
von 1.2. Dann gibt es ein kommutatives Diagramm von exakten Folgen von 
G-Modulgarben 
O---tN-I-M’--+0 
1 II 1 O--M,-I-I+-0. 
Nach dem Schlangenlemma ergibt sich die exakte Folge 
JJZ := Garbenquotient von M c M, . 
Fiir jede k-Algebra 5’ ist I(S) -+ I+(S), also such M’(S) + l”(S) surjektiv. 
Also ist 0 + M, + M’ -+ I+ -+ 0 exakt als Folge von G-M~uIfunktoren. M, 
ist affin [7, 3.21, also insbesondere linksexakt. Nach 1.2 ist I” linksexakt. 
Also ist such M’ linksexakt. 
Fiir jeden G-Modulfunktor M sei Ex”(G,M) die Gruppe der gekreuzten 
Homomorphismen [1, II, Sect. 6, 1.41. Fur jede harte G-Modulgarbe M 
bezeichnet Ext(G, M) die Gruppe der Aquivalenzklassen von Erweiterungen 
von G durch M von harten Garben 
(vgl. [ 1, Sect. 6] fur Erweiterungen von Garben). 
Sei llrp affin. Dann ist such E afiin. Bezeichne C t A t B die duale Folge 
der at&en Algebren, Die Erweiterung hei& zerlegbar, fahs ein 
Isomorphismus A z C @ B von C-Comoduln und ~-Moduln existiert. 
1st H c G eine abgeschlossene Untergruppe, so ist M durch Restriktion ein 
H-Modul, und die Inklusion I: H c G induziert die natiirliiche Restriktion- 
sabbildung I*: Ext(G, M) --t Ext(H, M), die durch folgendes Diagramm 
detiniert ist: 
O---+M--+l*(E)-H- 1 
II 1 n O-M- E -G-l. 
H’fk, A4) bezeichne die Gruppe der Aquivalenzklassen von harten 
Torseurs iiber Sp(k) (vgl. ] 1, III, Sect. 41 H’ w&e in ]l] R’). Nach [l, II, 
Sect. 6, 3.21 gibt es eine kanonische Abbildung o: H’(k, M) + Ext(G, 1w). 
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2.2 SATZ. Seien G eine afine, jlache k-Gruppe und H eine 
abgeschlossene Untergruppe, so dag der Prtigarbenquotient G/H affln ist. Die 
aSfine Algebra von G/H sei k-frei vom endlichen Rang ]G : H]. Sei M ein 
affiner G-Modul. Auperdem gelte: 
(1) Jede Erweiterung von G durch M ist zerlegbar. 
(2) Die kanonische Abbildung H’(k, M) + Ext(G, M) ist trivial. Dann 
gibt es einen Isomorphismus 
Ext(G, M) 3 H;(G, M’), 
und der Kern der Restriktionsabbildung Ext(G, M) -+ Ext(H, M) wird vom 
Index [G : H ] annulliert. 
Beweis. (a) Aus der exakten Folge 0 + M + I + M’ + 0 ergibt sich als 
Teil der Ext-Folge (vgl. [ 1, III, Sect. 6, 1.51) die exakte Folge 
Ex’(G, I) ----+ Ex’(G, M’) a, Ext(G, M) --t Ext(G, Z). 
Da nach (1) jede Erweiterung von G durch M zerlegbar ist, folgt aus (7, 3.3 ] 
das kommutative Diagramm 
Ext(G, M) --+ Ext(G, M,) --) Ext(G, I) 
\ 
U U 
H;(G, M,) - H;(G, 1) 
(induziert von den Inklusionen M c M, c I). 
Wegen Z = Hom(G, M,) ist Hg(G, I) = 0 (1.2). Also ist Ext(G, M) + 
Ext(G, Z) die 0-Abbildung, und Ex’(G, M’) -+a Ext(G, M) ist surjektiv. 
(b) Die exakte Folge 0 -+ M -+ I-, M’ -+ 0 induziert aul3erdem das 
kommutative Diagramm mit exakten Zeilen 
I(k) + M’(k) -3 H’(k,W 







Ex’(H, Z) 4. Ex’(H, M’) 4 Ext(H, M), 
vgl. [ 1, III, Sect. 6, 3.21. Hierbei ist u die kanonische Abbildung, die 
Abbildungen y sind wie im Hochschild-Komplex definiert, und a und p sind 
von I -+ M’ induziert. 
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Wegen ZZh(G, Z) = 0, H#Z, I) = 0 (1.2) sind y, und Res y, surjektiv. Also 
gilt fur die Bilder: 
Bi(a) c Bi(y,U,), BiQ3) c Bi(Res y,,,!). 
Nach der 2. Voraussetzung ist c = 0, also gilt such 
Bi(y,,) c Kc(a) = Bi(a), Bi(Res yM,) c Kc(a) = Sip). 
Wegen (a) ist Ex’(G,M’) +a Ext(G, M) surjektiv. Also folgt filr die 
Kokerne das kommutative Diagramm 





Z-Zh(ZZ, M’) = Koke(Res yM,) = KokeQ?) - Ext(H, M). 
Hierbei ist die untere Abbildung injektiv. Da M’ nach 2.1 linksexakt ist, folgt 
die Behauptung aus 1.4. 
2.3 Bemerkung. Im Falle H= {e} besagt 2.2, daB Ext(G, M) von 
Ord((G) annulliert wird. Ohne die Voraussetzungen (I), (2) ist 2.2 nicht 
mehr richtig, denn es gibt nach einem Beispiel in 3.2 endliche Gruppen iiber 
einem K&per, fiir die Ord(G) Ext(G, M) # 0 ist. 
Die Voraussetzungen (I), (2) von 2.2 sind z.B. in folgenden Fallen erfiillt: 
(1) Jede Erweiterung von G durch M ist zerlegbar, falls eine der folgenden 
Bedingungen erfiillt ist: 
(a) k ist lokal, und G und A4 sind endlich und k-frei. 
(b) k ist ein K&-per, und G ist endlich oder M ist unipotent. 
(c) k ist ein perfekter K&per, und G ist trigonalisierbar. 
(d) k ist ein algebraisch abgeschlossener Korper, und G ist auflijsbar 
(oder allgemeiner: Pit(G) = 1). 
Beweis. (a) gilt nach [S, 2.41 und (b), (c), (d) nach [6, 3.2, 3.4 und 3.51. 
(2) Die kanonische Abbildung H’(k, M) -+ Ext(G, M) ist in den folgenden 
Fallen trivial: 
(a) G operiert trivial auf M. 
(b) k ist ein perfekter K&per, M ist algebraisch, und es gilt fiir die 
Galois-Cohomologie H’(n, M) = 0, wobei rr die Galoisgruppe eines 
algebraischen Abschlusses iiber k ist. 
Beweis. (a) folgt aus der Definition, und (b) folgt aus [ 1, III, Sect. 5, 1.4 
und 3.51. 
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2.4 FOLGERUNG. Seien k ein K&per, G eine endliche, afjne k-Gruppe 
und M ein aflner, algebraischer G-Modul. G operiere trivial auf M, oder k 
sei algebraisch abgeschlossen. Dann gilt 
Ord(G) Ext(G, M) = 0. 
Be,\,eis. 2.2 und 2.3. 
3. DER SATZ VON SCHUR-ZASSENHAUS 
Im Fall von abstrakten Gruppen folgt aus dem Satz von Schur-Zassenhaus 
14. IV, 10.51: Ext(G, M) = 0, falls die Ordnungen von G, M endlich und 
relativ prim sind. 
Der analoge Satz fur endliche algebraische Gruppen iiber einem Kiirper ist 
falsch (vgl. 3.2), er ist aber sogar iiber beliebigen Ringen k fiir zentrale 
Erweiterungen richtig. 
3.1 SATZ. Seien G, M endliche, lokal freie k-Gruppen. Fur jedes 
Primideal p von k seien die Ordnungen von G, und M, relativ prim. 
AuJerdem sei M abelsch. Dann gibt es zu jeder zentralen Erweiterung 
O+M--LE-%G-1 
einen eindeutig bestimmten Homomorphismus von k-Gruppen q,: G -+ E mit 
ncp=Id,. 
Beweis. (1) Sei zunlchst k lokal. M sei trivialer G-Modul. Nach 2.2 und 
2.3 gilt Ord(G) Ext(G, M) = 0. 
Aul3erdem ist wegen 1.6, (3) die Multiplikation mit Ord(M) auf M trivial. 
Also gilt such Ord(M) Ext(G, M) = 0. 
Wegen (Ord(G), Ord(M)) = 1 folgt Ext(G, M) = 0. Analog folgt aus 1.5 
H;(G, M) = 0. 
Also besitzt rt einen k-Gruppenschnitt cp. 1st y ein weiterer Schnitt von x 
(und identifiziert man I mit der Inklusion), so ist y: G-+ M, y(g) := 
o(g) y(g))’ fur gE G(S), S eine k-Algebra, ein k-Gruppenhomo- 
morphismus: Fur g,, g, E G(S) gilt 
Pk,> wk*>-- %(gz) v(gJ’ = dg,)Mg*) vo*)-‘1 v(g,>-’ 
= dg, gz) V/(8, g*)-‘3 
da cp(g*) ty(g,))’ zentral ist. 
Wegen HA(G, M) = k - Gr(G, M) = 0 ist y trivial, d.h (o = w. 
(2) Sei jetzt k ein beliebiger Ring. Es gibt hiichstens einen Gruppenschnitt 
von rr, da dies nach (1) lokal gilt. 
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Sei B c A die Inklusion von Hopfalgebren, die n darstellt. Nach (1) gibt es 
zu jedem Primideal p von k eine Abbildung von Hopfalgebren f,: A, + B, 
mit f, 1 B, = Id. Diese Abbildung liil3t sich in eine Umgebung D(s), s 4 p, 
von p fortsetzen zu einer Abbildung von Hopfalgebren f,: A, -+ B,. 
Wegen der Eindeutigkeit des Gruppenschnittes von 71, stimmen fur s, 16! p 
die Abbildungen (f,), und (f,), uberein. 
Also definieren die (&) eine globale Hopfalgebraretraktion von B CA. 
3.2 Bemerkung. (1) Sei k ein K&-per. Seien G eine endliche k-Gruppe, 
M ein endlicher G-Modul und (Ord(G), Ord(M)) = 1. Nach 3.1 gilt 
Ext(G,M) = 0, falls G trivial auf M operiert. Ein Spezialfall hiervon, 
nlmlich der, in dem G und M etale sind, ist in [ 1, III, Sect. 6, 4.61 enthalten. 
Falls G nicht trivial operiert, gilt Ext(G, M) = 0 z.B. noch, falls k 
algebraisch abgeschlossen ist (2.4). Es ist aber nicht stets Ext(G, M) = 0, wie 
das folgende Beispiel zeigt. 
(2) Sei r= S, die Permutationsgruppe von 3 Elementen. Dann erzeugt 
(123) einen Normalteiler I” der Ordnung 3, Ord(T/T’) = 2. Sei 71 = (o) die 
Galoisgruppe einer Galoiserweiterung k c 1 der Dimension 3. Sei p, der 
innere Automorphismus von r, der mit (123) gebildet ist. Durch u h (D, 
operiert rc auf der Folge 
Wegen f = T, (T/r’)” = r/T’ ist die auf den Fixelementen induzierte 
Abbildung r + (T/T)” nicht surjektiv, also gibt es keinen 7r-lquivarianten 
Gruppenschnitt von r + T/r’. 
Bildet man die zu der Folge der 7c-Moduln lquivalente exakte Folge von 
Ctalen k-Gruppen 0 -+ M + E -+ G -+ 0, [ 1, II, Sect. 5, 1.61, so ist diese Folge 
nicht zerfallend, aber es gilt Ord(M) = 3, Ord(G) = 2. 
3.3 SATZ. k sei ein perfekter K&per. G sei eine endliche k-Gruppe und 
M ein endlicher G-Modul mit (Ord(G), Ord(M)) = 1. Sei 7c die Galoisgruppe 
eines algebraischen Abschlusses von k. Dann gilt Ext(G, M) F% H’(?r, M/Ma). 
Beweis. Fiir jede Korpererweiterung 1von k gilt HA(l@ G, 10 M) = 0, 
da nach 1.5 HA(l@ G, 10 M) von Ord(l@ G) = Ord(G) und Ord(l0 M) = 
Ord(M) annulliert wird. 
Also ist die Folge 
exakt. Wie im Beweis zu [ 1, III, Sect. 6, 4.101 ergibt sich daraus eine exakte 
Folge 
0 -+ M/M + Ex’(G, M) -+ X + 0, 
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wobei M/M’ den Quotienten in der Kategorie der abelschen, affinen 
Gruppen bezeichnet und X(I) = 0 fiir jede Kiirpererweiterung 1von k ist. 
Da k perfekt ist, stimmt fiir jede algebraische k-Gruppe Y H’(k, Y) mit der 
Galois-Cohomologiegruppe H’(n, Y) iiberein. Wegen H’(k, X) = H’(r, X) = 0 
(da X(c) = 0) und HO(k, X) =X(k) = 0 folgt nach [ 1, III, Sect. 4, 5.1 ] ein 
Isomorphismus H’(z, M/M) z H’(k, M/M’) 2 H’(k, Ex'(G, M)). 
Also gibt es nach [ 1, III, Sect. 6, 3.51 eine exakte Folge 
0 -+ H’(n, M/w) -, Ext(G, M) -, Ext(& 0 G, /? 0 M). 
Da wegen 2.4 Ext(l@ G, &@ M) = 0 ist, folgt die Behauptung. 
LITERATUR 
1. M. DEMAZURE UND P. GABRIEL, “Groupes Algbbriques,” Masson, Paris, 1970. 
2. A. GROTHENDIECK, Sur quelques points d’algibre homologique, Tohoku Math. J. 9 (1957). 
119-221. 
3. K. HOECHSMANN UND S. SHATZ, Norms of finite morphisms, Abh. Mnth. Sem. Uni. 
Hamburg 38 (1972), 125-140. 
4. S. MACLANE, “Homology,” Grundlehren Band 114, Springer-Verlag, Berlin/New York. 
1963. 
5. U. OBERST UND H.-J. SCHNEIDER, ljber Untergruppen endlicher algebraischer Gruppen. 
Manuscripta Math. 8 (1973), 217-241. 
6. H.-J. SCHNEIDER, Zerlegbare Untergruppen affmer Gruppen. erscheint demnachst in den 
Math. Ann. 
7. H.-J. SCHNEIDER, Zerlegbare Erweiterungen affiner Gruppen. J. Algebra 66 (1980). 
569-593. 
8. J. TATE UND F. OORT, Group schemes of prime order. Ann. Sci. gcole Norm. Sup 3 
(1970), I-21. 
